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Resumen
En este trabajo reflexionamos sobre el papel central del accionar docente en la cons-
truccion inicial de una practica algebraica en el aula, asi como sobre el valor del espacio
colectivo como condicién que potencia dicho proceso. Nos interesa enfatizar como esta
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nes numéricas y de transformacion que permita producir nuevas lecturas. El analisis de las
producciones, tanto en situaciones adidacticas como en momentos de trabajo colectivo,
permite poner en evidencia la importancia de la gestion docente como motor de articu-
lacion entre los conocimientos aritméticos construidos en la escuela primaria y las tareas

algebraicas sobre expresiones numeéricas, en el marco del estudio de la divisibilidad.
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El aula como sostén de una nueva practica... V. Cambriglia, M. P. Trillini y M. E. R. Maidana

The classroom as a support for a new study practice on numerical expressions

Abstract

In this paper, we reflect on the central role of teachers’ actions in the initial construc-
tion of algebraic practice in the classroom, as well as on the value of the collective
space as a condition that enhances this process. We emphasize how this practice can
foster the development of habits for interpreting information in numerical expres-
sions and transforming them in ways that enable new interpretations. The analysis
of student work —both in adidactic situations and during collective activities— high-
lights the importance of the teacher as a catalyst for linking the arithmetic knowledge
acquired in elementary school with algebraic tasks involving numerical expressions
within the context of studying divisibility.

Keywords
Algebra ¢ arithmetic ¢ numerical expressions ¢ secondary school ¢ teaching
practice

1. Introduccion

En este articulo analizamos la actividad matemadtica en un aula que inicia sus pri-
meros aprendizajes del algebra en relacion con la gestion docente que tuvo lugar.!
La propuesta de enseflanza —-que crea el ambiente para esta actividad- se aloja en
el estudio de condiciones impuestas sobre expresiones numéricas y algebraicas de-
finidas sobre nimeros naturales y consta de dos partes:?

1. Este articulo es parte de una investigacion enmarcada en el proyecto 30/3329 Emergentes colectivos de
generalizacion en una entrada al algebra pensada en un espacio de trabajo colaborativo.

2. Para profundizar en la propuesta de entrada al dlgebra en vinculo con la aritmética elaborada por el
Grupo Lunes se sugiere la lectura de un articulo publicado en la Revista Urania, https://drive.google.com/
file/d/111ZKDOR9tKsLb6cJNm8Y9tAUTGvIYTKB/view
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- una primera parte tiene como objetivo el desarrollo de habitos de lectura y
transformacion sobre expresiones numeéricas en los alumnos,?

- una segunda parte, apoyada en los aprendizajes desarrollados en la primera,
aborda el desarrollo de habilidades de lectura y transformacion sobre expresio-

nes algebraicas.

La propuesta fue elaborada por un grupo de profesores e investigadores que se auto-
denomina Grupo Lunes (GL)* y busca integrar sentidos aritméticos construidos por
los alumnos en la escuela primaria con la enseflanza de los primeros aprendizajes
del algebra. Especificamente, se organiza alrededor de tareas para estudiar si una
expresion numerica o algebraica, definida sobre los nimeros naturales, es multiplo
de un nimero dado.

Emprender en el aula un trabajo con expresiones numeéricas en el contexto de
la divisibilidad resulta una via fructifera de entrada al trabajo algebraico, que re-
quiere de una accion docente que dé apertura a la circulacion de una diversidad
de conocimientos de los alumnos. Con la expectativa de iluminar aspectos de esta
accion, realizamos el andlisis en este escrito con datos registrados durante la im-
plementacion de la primera parte de esta propuesta. En particular, se necesitara
de un docente que se posicione como vector de continuidad y ruptura entre las
prdcticas de corte aritmético y las practicas de corte algebraico a las que se espera
arribar. En tal sentido, el posicionamiento didactico al que hacemos referencia
implica una conceptualizacion de la aritmética desde dos perspectivas simulta-
neas: como sostén y como influyente. Sostén, en tanto repertorio de conocimien-
tos disponibles para tratar con nuevos problemas, e influyente como motor hacia
el algebra escolar.

El estudio de condiciones impuestas sobre expresiones numéricas habilita que
los estudiantes dispongan de un contexto aritmético cercano al de las practicas

3. Las autoras y el autor de este documento adhieren a una perspectiva de género. Sin embargo, op-
tamos por el uso genérico del masculino en su condiciéon de término no marcado por la oposicion
masculino/femenino. Motiva esta decision el hecho de facilitar la lectura.

4. Nos referiremos al GL con mayor detalle en apartados posteriores.
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desarrolladas en la escolaridad primaria y, a su vez, da lugar a un campo de proble-
mas fértiles, que otorga otro sentido® a dichas expresiones, configurandose como
objetos matematicos nuevos susceptibles de su tratamiento algebraico. Sin embar-
go, esta posicion implica un aspecto paradojal: el estudio de condiciones impues-
tas sobre expresiones numeéricas horizontales esconde un trabajo algebraico sobre
lo numeérico en el mismo inicio del aprendizaje algebraico. Atendiendo a ello, nos
proponemos asumir en este texto el analisis de esta complejidad poniendo especial
relevancia en la accion del docente en relacion con los problemas y la actividad ma-

temadtica que se despliega en el aula.

2. Elementos teoricos en torno
al estudio de las expresiones

Chevallard (1984, 1989, 1990) sostiene que existe una dialéctica entre lo numérico
y lo algebraico, anterior a la construccion del lenguaje algebraico. Este autor dife-
rencia la aritmética practica de la aritmética “algebraica”; la primera se apoya en la
cualidad designativa del lenguaje numérico y la segunda se centra en el valor mos-
trativo de las escrituras, atributo que configura la posibilidad de proponer una prac-
tica algebraica sobre las expresiones numéricas en el aula.

Borsani, Luna y Sessa (2021) recuperan de Chevallard esta distincion entre arit-
mética practica y aritmética teorica:

La primera, denominada también aritmética practica, tiene por objeto la reali-
zacion de operaciones y estd regida por el principio de finalizacion del cdlculo.
La segunda se ocupa del estudio de propiedades de los nimeros y las operacio-
nes (teoria de numeros) y esta organizada a partir de la conservacion de la tra-

za de las operaciones efectuadas. Mientras que la aritmética practica utiliza el

5. Retomamos la nocion de sentido de la Teoria de Situaciones de Brousseau (1983), tal como es presen-
tada por Charnay (1994, p. 51).
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lenguaje numérico por su poder designativo, la aritmética “algebraica”, por el
contrario, aprovecha el valor mostrativo de las escrituras, que constituye la ca-
racteristica esencial del lenguaje algebraico. Es asi como, en el corazon mismo
del lenguaje numérico, existe una tension entre dos modos de funcionamiento
(1984, pp. 33-34).

El vinculo entre los dos tipos de funcionamiento que mencionan los autores cons-
tituye el nicleo de las actividades que analizaremos; el complejo juego entre ellos
es el nudo de las tensiones que acontecen en las aulas en momentos de entrada al
hacer algebraico.

La dualidad entre un funcionamiento aritmético y un funcionamiento alge-
braico del lenguaje numérico comporta una diferencia de sentido que se impo-
ne sobre el signo igual. En la aritmética predomina un uso del signo igual como
anuncio del resultado de una cuenta, por ejemplo 8 + 7 = 15. Sin embargo, una
igualdad del tipo 2 x 3 + 4 =5 x 2 requiere aceptar el signo igual como relacion
de equivalencia. El ingreso al trabajo algebraico conlleva para los alumnos un
cambio de estatus con respecto al significado de dicho signo. Esta nueva signifi-
cacion debe agregar al sentido aritmético adquirido en la escolaridad primaria,
de ser “anuncio de un resultado”, el sentido evolucionado de ser “anuncio de una
equivalencia”.

Diversos investigadores (Barallobres, 2000; Chevallard, 1984; Sadovsky, 2003;
Sessa, 2005) reconocen que para comprender las escrituras simbdolicas del dlgebra es
necesario contemplar diferentes aspectos sobre dichas escrituras.

Drouhard (1992) recupera las nociones de denotacion y sentido en Frege
(1892). En Bardini (2003) se sefiala que para Frege un signo se compone de dos
elementos: su sentido y su denotacion. La denotacion de un signo es precisa-
mente lo que designa, y su sentido es su modo de denominacion. La denotacion
establece una relacion entre las escrituras y los objetos matematicos que estas
designan, por ejemplo las expresiones , 0,5, son escrituras que designan el nu-
mero, es decir, su inica denotacion. Sin embargo, estas escrituras no recuperan
las mismas relaciones y describen de maneras distintas al nimero , es decir, tie-

nen diferente sentido.
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La distincion entre sentido y denotacion de las expresiones nos resulta rele-
vante para profundizar el analisis de los modos de circulacion de significados
en torno a las escrituras numeéricas que se dan en el aula, sin embargo, nos es
insuficiente. Contemplar la mirada del sujeto, que observa y examina, con su
repertorio de conocimientos aritméticos y su recorrido escolar nos posibilita
estudiar las tensiones que se producen al interior de las aulas. Esto dltimo re-
fiere a la nocion de connotacion acufiada por Drouhard para designar la per-
cepcion y la interpretacion que tiene un sujeto de una expresion algebraica
(Papini, 2002).

Por ultimo recuperamos la asociacion que Borsani establece entre el sentido que

un alumno otorga a una expresion y la tarea a realizar:

[...] el sentido que une alumne da a una expresion es dinamico y depende del
contexto en que esta aparece: tanto la lectura de informacion como la eleccion
de las transformaciones a efectuar a una expresion dependen de la tarea a rea-
lizar. Es decir que el sentido tiene un componente pragmatico asociado al “por

qué” y “para hacer qué” (2023, p. 10).

Borsani, Luna y Sessa (2021) recuperan de Arcavi, Stacey y Drijvers la nocion
de desimbolizar, que consiste en la inspeccion de una expresion algebraica que
es modelo de una situacion extramatemadtica. Se trata de inspeccionarla para
reconstruir su sentido en términos de la situacion que se estd modelizando a
partir de considerar sus numeros y/o variables involucrados y las operaciones
que los relacionan. En su articulo, los autores extienden el término desimbolizar
para referirse a la inspeccion de expresiones numeéricas en su relacion con un
contexto extramatematico. Nos parece apropiado a su vez extender ain mads el
alcance de esta nocion de desimbolizar para analizar la inspeccion de una ex-
presion numeérica o algebraica como modelo de una situacion intramatemadtica,
como, en nuestro caso, estudiar la condicion de una expresion de ser multiplo
de un numero dado. Entendemos que la nocion de desimbolizar reformula y
profundiza la conducta introducida por Arcavi (1994) de leer a través de los sim-
bolos. El autor recupera tres aspectos esenciales del trabajo algebraico que nos
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interesa retener para este escrito: leer en lugar de manipular, leer para manipu-
lar y manipular para leer.

Los analisis que desarrollaremos se gestan en torno a tareas de lectu-
ra de informacion sobre expresiones que contienen nimeros y operaciones.
Concebimos que la accion de leer informacion de una expresion numeérica
comporta un tipo de actividad que conlleva el analisis de las cualidades del
numero que es denotado por medio de ella. Este andlisis requiere del recono-
cimiento de ciertas cualidades de los otros numeros y las operaciones que los
relacionan por medio de la expresion.

Como sucede para los alumnos que integran nuestros anadlisis, la accion de
leer si un numero natural, que es denotado por medio de una expresion nu-
meérica horizontal, es o no miltiplo de otro nimero natural sin recurrir a su
resultado requiere de una actividad matemadtica particular. Lo especifico de
esta actividad implica reconocer o desestimar cualidades de divisibilidad en los
numeros que componen la expresion numérica contemplando las operaciones
que los relacionan.

Para el alumno, esta accion de cercania y distancia con las particularidades
de una expresion numeérica supone construir un habito de lectura que se gesta en
la disposicion de relaciones y conocimientos matematicos que se construyen y
estructuran en el aula. La complejidad que acabamos de describir plantea la ne-
cesidad de entablar condiciones didacticas que atiendan a ella: los alumnos de-
beran aprender a redirigir su posicionamiento aritmético hacia uno algebraico,
movimiento que supone sucesivas adaptacionesy a su vez una reconstitucion de
las normas y los habitos matematicos y culturales construidos hasta el momento
(Yackel y Cobb, 1996).

Agregamos que, en este sentido, el estudio numérico de las expresiones en el
contexto de la divisibilidad comporta una entrada al algebra a partir de un doble
aprendizaje en el hacer matematico de los alumnos. Por un lado, se requiere adquirir
habitos de lectura que, como mencionamos, implican cercania y distancia de los
simbolos que componen las expresiones y, por otro, se necesita recurrir a conoci-
mientos y propiedades de los nimeros y las operaciones, en tanto objetos inmersos

en una estructuracion matematica, a fin de poder dar curso a nuevas relaciones.
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Nos interesa reforzar que hablamos de un doble aprendizaje en el sentido de que
sucede en dos dimensiones diferentes, aunque simultaneas. Una de ellas de consti-
tucion de practicas algebraicas en tanto herramientas de lectura de informacion de
las expresiones numéricas, practicas que se fundamentan en propiedades generales
sobre los nimeros y las operaciones.® La otra del modo de funcionamiento general
de la Matemadtica que fundamenta sus afirmaciones en un cuerpo estructurado y
organizado de conocimientos.

3. Encuadre metodologico

Nuestro estudio se propone asumir la complejidad que implica el aprendizaje de ha-
bitos de lectura de informacion de expresiones numéricas mediante el analisis de
la accion del docente con relacion a los problemas y la actividad matematica que
despliegan los alumnos. Nos concebimos dentro de una investigacion cualitativa e
interpretativa que busca construir conocimiento a partir de un ida y vuelta conti-
nuo entre realidad y teorfia.

Mencionamos anteriormente que nuestra investigacion se vincula con la de otro
grupo de investigadores y profesores que conforman, con varios de nosotros, el GL.
Junto a este grupo elaboramos e implementamos una propuesta de enseflanza espe-
cifica. A fines de 2019 la decision de llevar adelante la implementacion suponia un
escenario de presencialidad, decision que fue modificada y postergada por el con-
texto social de distanciamiento preventivo y obligatorio Covid-19 que se sostuvo
hasta mediados del afio 2021. Este contexto restringio la posibilidad del ingreso al
aula de observadores externos, circunstancia que modifico nuestra intencion inicial

6. Segun Grugeon (1995), el saber algebraico se estructura alrededor de dos dimensiones, la “dimension
herramienta” y la “dimension objeto”: En la dimensién herramienta, el dlgebra es herramienta para re-
solver problemas tanto internos como externos a la matematica y también el algebra es una herramienta
de prueba. En su dimension de objeto, el dlgebra es un conjunto estructurado de objetos: incognitas,
variables, parametros, ecuaciones, inecuaciones, funciones, etc., dotados de propiedades, de modos de
tratamientos de naturaleza formal, modos de representacion que permiten esos tratamientos: escrituras
algebraicas, graficos, notaciones funcionales, etc.
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de registrar las interacciones que se producian tanto en el trabajo colectivo como en
el de los pequenios grupos.

A comienzos del afio 2021, una docente integrante del GL implemento la pro-
puesta en un segundo afio de una escuela secundaria de la Ciudad de Buenos Aires,
en dos grupos reducidos de alumnos que asistian separados semanalmente de for-
ma alternada. Cada uno de estos grupos nos proporcioné un numeroso conjunto
de datos que incluye audios que la docente elaboraba al finalizar la clase,” fotos de
pizarrones y de producciones de los estudiantes. La construccion del dato se sostuvo
a partir de un andlisis articulado que conjugo los audios de la docente y las fotos de
las producciones y de los pizarrones a los que tenfamos acceso.

En tanto integrante del GL la docente se inscribe en una perspectiva constructi-
vista de la enseflanzay el aprendizaje de la matematica. En su practica identificamos
la intencion de generar condiciones diddcticas que permitan a los estudiantes inte-
ractuar con las tareas propuestas y producir conocimiento algebraico.

Los analisis que desarrollaremos en este trabajo recuperan los datos de imple-
mentacion de la primera parte de la propuesta sobre uno de los dos grupos de estu-
diantes, y se complementan con los datos proporcionados por el otro grupo.

En términos de la reconstruccion didactica de los sucesos del aula, la Teoria de
Situaciones de Brousseau nos provee un modelo de interpretacion de los procesos de
produccion matemadtica en el aula como procesos de adaptacion cognitiva.

Nos posicionamos en un uso de la teoria como elemento de interpretacion e in-
terpelacion de lo real. Lejos de visibilizar como posible la identificacion de la
teoria en lo real, los casos que recortamos e interpretamos [...] son para nosotros
unicos en si, teoremas de existencia en tanto sucesos que han tenido lugar. No es-
peramos recortar con cada caso considerado “un caso” o “un ejemplo” presente
previamente en la teoria ni mucho menos enunciar, a partir de ellos, términos o

categorias de la teoria. La teoria proporciona elementos que posibilitan el recorte

7. En sus audios la docente expresa reflexiones sobre el hacer docente y el de los alumnos refiriéndose a
las producciones que tuvieron lugar en el aula.
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e interpretacion de un cierto hecho, el cual -a su vez- modificard para nosotros,
en su singularidad, el sentido previo de esa categoria en la teoria (Cambriglia,
2018, p. 61).

Abordamos el estudio de la accion docente en relacion con la actividad matema-
tica que se desarrolla en el aula, en torno a los problemas que propone, a partir de
lo que denominamos episodios dulicos. Brevemente, entendemos como episodio a
una unidad de analisis que se configura a partir de una pregunta o conjetura que
hace algun integrante de la clase, frecuentemente alumnos, la cual evoluciona en
el vaivén de transacciones que tienen lugar durante el intercambio y que tiene un
desenlace en términos de conclusion. Los episodios recortados se enmarcan en la
perspectiva metodologica del estudio de casos desde su singularidad como proce-
so de existencia.
Acorde con la mirada de Stake:

El cometido real del estudio de caso es la particularizacion, no la generalizacion.
Se toma un caso particular y se llega a conocerlo bien, y no principalmente para
ver en qué se diferencia de los otros, sino para ver qué es, qué hace. Se destaca
la unicidad, y eso implica el conocimiento de los otros casos de los que el caso
en cuestion se diferencia, pero la finalidad primera es la comprension de este
altimo (1998, p. 20).

En este sentido, nuestros episodios se elaboran y analizan a partir de la puesta en re-
lacion de los datos con los procesos diddcticos que identificamos en la iniciacion al
algebra en articulacion con la aritmética, y también con los elementos tedricos que
nos permiten pensarlos. El anadlisis delimita de manera dialéctica, y a partir de un
sucesivo contacto con los datos, los episodios con relacion a las inferencias didacti-
cas sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje recortados, a fin de poder estudiar
las complejidades que implican.

A partir del analisis de los tres episodios que siguen, nos detendremos en algu-
nos aspectos de los procesos de produccion del aula que se vinculan con la ensefian-
za de habitos de lectura y de transformacion de escrituras numeéricas.
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3.1. Los episodios

Este escrito recupera y analiza lo que acontece en el aula en las actividades de la
propuesta que siguen a un primer trabajo de los alumnos con un problema en con-
texto extramatematico. Este primer problema en contexto extra dio lugar a que la
docente gestione la introduccion de escrituras numéricas horizontales al recuperar
los calculos producidos por los estudiantes; en particular, comienzan a circular en
el aula escrituras horizontales aditivas que incluyen entre sus sumandos numeros
multiplos de 6 y escrituras multiplicativas que enfatizan el nimero 6 como factor de
aquellos nimeros multiplos de 6.

Segun los disefios curriculares de la Ciudad de Buenos Aires, la nocion de mul-
tiplo es un contenido central del trabajo aritmético de la escuela primaria, a partir
de la cuenta de dividir con resto cero o la tabla de multiplicar. Sin embargo, su rela-
cion con la estructura multiplicativa, divisor por cociente, requiere de momentos de
reflexion en este nivel de la ensefianza que habiliten a los alumnos a considerar las
expresiones numéricas horizontales como objetos del aula de matematica.

Las escrituras numéricas horizontales seran el objeto de estudio principal en los
problemas de la primera parte de la propuesta y la lectura de informacion que ellas
portan serd la tarea privilegiada. En este sentido, la aparicion de ellas en el espacio
social del aula, a partir de que la docente recupera la informacion que contienen en
el problema en contexto extra, tiene la intencion didactica de iniciar un proceso
de devolucion® de la tarea de lectura de expresiones en los siguientes problemas. El
nudo de los episodios que conforman este articulo se gesta en torno a los problemas
intramatematicos iniciales de la propuesta.

Reconstruimos a continuacion un episodio en el que la docente sostiene en el
aula una reflexion en torno a la lectura de una expresion numeérica multiplicativa.
La profesora crea puentes con la experiencia aritmeética de los alumnos construida
en la escuela primaria y considera la descomposicion de un nimero A en factores

como recurso para decidir si el numero A es o no multiplo de otro nimero.

8. El término devolucién es un concepto didactico acufiado por la Teoria de Situaciones de Brousseau.
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3.1.1. Episodio 1: “6 x 52... pero 52 no es multiplo
asi que no... o sea que no, no y no”

En este episodio recortamos un momento en que la profesora propone en el aula la
tarea de decidir, sin hacer la cuenta, si 6 x 52 es multiplo de 6. Los alumnos dudan
inicialmente, el producto involucra un factor que no es mualtiplo de 6, y ello parece ser
motivo suficiente pararesponder que no. Interpretamos que, en este tipo de respuestas,
los alumnos ponen en juego relaciones generadas a partir de extender erroneamente
al campo multiplicativo propiedades de divisibilidad que eran validas para la suma
de numeros. Como dijimos previamente, la lectura matemadtica de una expresion nu-
meérica requiere poner en relacion propiedades aritméticas generales vinculadas a las
operaciones que conforman la expresion numeérica dada y cualidades especificas de la
expresion en términos de las operaciones y los nimeros que la componen.

La profesora convoca a los alumnos a construir elementos que den lugar a esta-
blecer esta relacion y, en este sentido, asume una gestion desafiante dando lugar a
la articulacion entre el conjunto de conocimientos aritméticos disponibles para los
alumnos y el inicio a un hacer algebraico sobre lo numérico.

La Figura 1 es la foto que nos permite reconstruir —-junto con el audio- el mo-
mento colectivo en el que la profesora discute junto a los alumnos este asunto nuevo
para el aula.

Figura 1. Pizarron que registra momentos del espacio colectivo respecto del episodio 1
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A continuacion, transcribimos un fragmento de audio de la profesora en el que
relata, luego de la clase, la discusion colectiva que se dio en torno a esta tarea. L, S,

J son alumnos a quienes hace referencia en su relato.

[1] Bueno agarré entonces y puse 6 x 52,y dije bueno jeso es multiplo de 6? ha-
ciendo referencia a la expresion 6 x 52 y dijeron “Ahi tenés el 6 que es multiplo
y el 52 no es multiplo [...]”. Dije: jestan todos de acuerdo entonces en que 52 no
es multiplo de 6? Bueno, listo, y lo escribi ahi al costado en rojo a la derecha del
pizarron. Y 6 si es multiplo de 6 y quedo escrito ahi, 6 es el protagonista de los
multiplos de 6. Porque eso lo dijo S y me gusto, bueno lo escribi asi para que fuera
mas gracioso.

[2] Entonces ;el resultado de esa cuenta no es multiplo de 6 porque 52 no es mul-
tiplo de 67 Y en un momento alguien dijo: “no, si va a ser porque lo estas mul-
tiplicando por 6” y bueno ahi fue como un momento de pensar. Fue como que
hubo un quiebre. Hubo un momento en el que S, por ejemplo, se quedo pensan-
do, quizas un poco en silencio.

[3] L decia que iba a ser multiplo de 6. ] decia que no, pero, a partir del comenta-
rio de L, se quedo pensando también. Y entonces S dijo: “no, pero igual 6x52...
pero 52 no es multiplo asi que no... o sea que no, no y no”.

[4] Entonces yo escribi ahi abajo, que no quedo registrado en el pizarron. Dije jel
resultado de 6 x 7 es multiplo de 6? Si,... ni siquiera fueron al resultado, al menos
no se hablo del resultado de 6 x 7, es decir del nimero 42 no se habl6. Bueno
pero ;es multiplo de 6? Dijeron que si. jEsta en la tabla del 6? Si, nuevamente,
¢en qué fila esta?... si yo voy a la columna del 6 jen qué fila encuentro al 6 por
7? Respondieron en la fila siete de la tabla del 6. Entonces ahi volvimos sobre la
tabla pitagorica’... y pero el 7 no es multiplo de 6...

[5] Entonces dijeron: “No, bueno, pero estoy haciendo 6 por...”. Entonces como

que lo pensamos a partir del 6 x 7. Y después ahi fue cuando S dijo esto que después

9. La tabla pitagorica es un recurso numérico usado en el nivel primario y principios del nivel secundario
de Argentina. Es una tabla de diez filas y diez columnas. El nimero que ocupa el lugar de lafila a, columna
b es axb; ay b nimeros naturales entre 1y 10.
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él me dicto y yo escribi mientras €l me dictaba (refiere al pizarron de la Figura 1).
[6] Vimos que todas las multiplicaciones que tengan 6 por algo, yo aca habia
puesto puntos suspensivos y €l me habia dicho algo ahi refiriéndose al 6 por
algo. ;Pongo puntos suspensivos o pongo “algo”? Algo (la profesora refiere a la
respuesta de S), bueno 6 por algo va a dar multiplo de 6.

[7] Entonces volviendo un cachito para atrds dijimos que con 6 x 7 pasaba lo
mismo que con 6 x 52, eran numeros de la tabla del 6, 6 x 7 estd en la fila siete, el
6 x 52 estd en la fila 52. Y nada, quedo ahi.

De la transcripcion de este audio nos interesa fundamentalmente recuperar aque-
llas marcas que expresan una posible concepcion inicial de los alumnos, errénea, de
que el producto entre dos factores, uno multiplo de 6 y el otro no, denotara un nua-
mero que no es multiplo de 6. Esta concepcion motoriza primeras respuestas en tor-
no a la lectura de informacion de expresiones numeéricas multiplicativas ([1]; [3]), ¥
despliega acciones de la profesora para establecer conexiones entre los conocimien-
tos disponibles de los alumnos sobre la nocion de multiplo y una nueva practica de
lectura. Este nuevo hacer requiere que los estudiantes puedan inferir cualidades del
numero que denota una expresion numeérica multiplicativa a partir de ponderar las
cualidades de cada uno de los nimeros que conforman sus factores.

La docente sostiene y reconecta sentidos elaborados por los alumnos en el cam-
po aritmético frente a la concepcion errénea que parece vivir en el aula. Recurre
a la estructura multiplicativa de un ndmero de la tabla no extendida'® (6 x 7) para
retomar la pregunta sobre la expresion inicial (6 x 52). Repone en el aula un nime-
ro cercano al repertorio de calculo de los alumnos, denotado por un producto con
uno de sus factores no multiplo de 6 (6 x 7), para sembrar una posible contradic-
cion. Esta accion le permite establecer vinculos con la tabla pitagorica, que ahora
extiende, y recuperar sentidos de los factores como posibles filas de la tabla.!! La

10. Llamamos tabla no extendida a la tabla de multiplicar que consta de los multiplos de 7 hasta 7x10.

11. La profesora se apoya en relaciones numéricas construidas en el nivel primario como recurso para dar
lugar a estrategias de lectura.
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tabla de multiplicar, adquirida en los primeros contactos de los alumnos con la
multiplicacion en la escuela primaria, sus filas, la nocion de “ser mdiltiplo de 6”,
son sentidos que vuelven para dar soporte a la construccion de nuevos elementos
de lectura sobre las expresiones.

La escritura horizontal multiplicativa permite trazar vinculos en el aula
entre “ser multiplo de 6”, su estructura multiplicativa “6 x” y estar en la tabla
del 6. La profesora tracciona para que se desplieguen e integren sentidos di-
ferentes de la nocion de multiplo. Esta articulacion de las diferentes formas
de atrapar el concepto de “ser multiplo de 6” que tiene lugar se configura en
un nuevo conocimiento que habilita estrategias de lectura para decidir si un
numero, denotado a partir de una expresion numérica multiplicativa, es o no
divisible por 6.

Nos interesa retener un conocimiento que comienza a instalarse en el
aula sobre las expresiones de ciertos nimeros naturales y las cualidades que
ellas ponen en evidencia. Enunciada con nuestras palabras: “toda expresion
numeérica de la forma ¢ x A es multiplo de c”. Este conocimiento recupera
el sentido aritmético de que un numero sea multiplo de otro a partir de su
estructura multiplicativa. En lo que sigue referiremos a este conocimiento
como Conocimiento H.

El siguiente episodio recupera un momento de la clase en el que la docente
propone la busqueda de una expresion equivalente a un nimero o a una ex-
presion dada que, a partir de la explicitacion de una estructura multiplicativa
o de términos constituidos por dichas estructuras, permita fundamentar que
el nimero o la expresion considerada es multiplo de otro nimero. En esta
busqueda la docente recupera un sentido fundamental de la multiplicacion
entera: el cociente es la cantidad de veces que hay que sumar el divisor para
configurar el dividendo.

El Conocimiento H dio elementos para poder leer caracteristicas de un
numero denotado a partir de una expresion numérica multiplicativa, este
nuevo conocimiento, intrinsecamente ligado al anterior, aporta la posibili-
dad de producir una expresion multiplicativa de un nimero para poder ase-
gurar sus cualidades.
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3.1.2. Episodio 2: Se puede escribir como 6 x “algo”

El momento colectivo que pondremos en escena sucede con relacion a la discu-
sion de si el numero 72 + 186 es multiplo de 6.

Reconstruimos a continuacion este proceso, relatado a partir de un audio
de la profesora, en el que ella describe la produccion del alumno F, quien re-
curre a una escritura multiplicativa del nimero 186. Sefiala que este alumno
expresa frecuentemente los nimeros presentes en las expresiones numéricas de
los problemas a partir de escrituras multiplicativas. F parece entender este ha-
cer como una accion a realizar en el aula pero sin saber necesariamente para
qué. Interpretamos que esta falta de razones no le permite controlar cuales es-
crituras multiplicativas le resultan convenientes y cudles no para argumentar la
divisibilidad.

La reconstruccion de la profesora da marcas de su intencion de exponer en el
pizarron ciertas estrategias de descomposicion de los alumnos para hacer visible
que el factor 31 recupera la cantidad de veces que aparece el 6 aditivamente en
el nimero 186.

[1] Pero vos, F, ;Como sabes que 186 es 6 x 31?7, porque no esta en la tabla que
uno sabe de memoria, ;no? 6 x 31 lo tengo que pensar un poco. Entonces...
bueno... aparece también bastante esto de mentalmente como si fuera hago
la cuenta o lo hago mentalmente, les cuesta un poco [analizar] qué hay men-
talmente, qué hice mentalmente.

[2] Insistiendo un poco en eso aparecio lo que yo escribi al principio, lo
habia escrito como tomando un poco nota, pero sin darle una entidad. Lo
puse ahi al costado, €l dijo: “bueno, yo hice 6 x 10 varias veces hasta que
me acerqué 6 x 10, 6 x 10y 6 x 10, tres veces y después le sumo 6 y ya llegué
al 186 justo” y entonces yo le dije: “Bueno ;y el 31?”, porque entonces esto
de acercarme por multiplos de 6 me lleva a decir que es multiplo de 6 pero
por qué decis que es 6 x 31, bueno el 31 esta en la suma de esta cantidad de
veces. Eso se dijo y esta bueno porque no habia aparecido, [...] este 31 no es

transparente para todos.
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Figura 2. Pizarrén que recupera el momento colectivo al trabajar la pregunta de si la
expresion 72 + 186 es multiplo de 6

qhn?é

e X
I ri:”\'t,.:- e
bx ATz T
’iuéco:rwe tS‘Iuo!.iamns‘ % Mg
Vw\’)['l'l‘rlv N 67

El pizarron, en vinculo con la reconstruccion que hace la profesora del mo-
mento colectivo, expone la pregunta que se hace a la clase de como estudiar si
186 es multiplo de 6 y ofrece marcas del armado colectivo de esa respuesta. La
“cuenta” que aparece a la derecha tiene un formato especial. En ella se combi-
nan lo que en el audio se relata como aproximaciones de un alumno al nimero
186 a partir de sumas de multiplos de 6, la expresion 6 x 31 que habia traido
un alumno y la puesta en relacion de la profesora en el espacio colectivo para
arribar a las 31 veces 6.

Nos parece importante destacar que en el aula el ndimero 186 es considerado
multiplo de 6, no hay duda acerca de que lo es. La intencion de la docente es ins-
talar en el espacio colectivo de la clase la busqueda de una escritura multiplicati-
va que evidencie el factor 6 partiendo de esa certeza. La transformacion ingresa
asi en el aula como un recurso para expresar de otra manera a un nimero que es
multiplo de 6.

Sera una proyeccion a futuro proponer en el aula tareas que movilicen en los
alumnos la necesidad de transformar una expresion para luego poder estudiar sus
cualidades mediante la lectura de informacion sobre la expresion transformada.

El episodio que sigue ilustra el accionar docente a partir de un lugar mas
silencioso desde el punto de vista de los sonidos medibles del aula pero mas es-
tridente en términos de una perspectiva de enseflanza. En €l la docente apues-
ta a las posibilidades de los alumnos con confianza en las construcciones que
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habian tenido lugar en el aula. Recuperamos las producciones de dos estudian-
tes que configuran sus escritos a partir de incorporar expresiones numeéricas
horizontales nuevas como herramienta para argumentar la divisibilidad de un

nuamero por otro.

3.1.3. Episodio 3: “Hacemos trampa”

Ly Feslareferencia en este episodio a dos estudiantes que trabajaron juntos con
el problema: “Sin obtener el resultado de la cuenta decidir si el nimero 17 + 17 +
17 es multiplo de 3”.

Figura 3. Produccion inicial de los alumnos Ly F: “17 + 17 + 17 no es porque el 17
no es multiplo de 3”
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Al acercarse a estos alumnos, la profesora advirtio que su respuesta era que 17
+ 17 + 17 no era multiplo de 3 por la cualidad del ndmero 17 de no ser multiplo
de 3. Entonces les permite “hacer trampa” usando el resultado de la cuenta, aun
cuando la consigna lo limita. “Hacer trampa” fue una expresion impulsada por
la docente para permitir a los alumnos calcular el resultado. Su finalidad era dar
lugar a una contradiccion ante una respuesta incorrecta.

Utilizando el resultado 51, L y F responden que “el nimero de la cuenta es
multiplo de 3”. Tal respuesta podria deberse a diferentes conocimientos aritmé-
ticos disponibles al interior del grupo, mencionamos algunos posibles:

- encontrar al namero 51 en la tabla pitagorica extendida del 3;
- hacer la cuenta de division por 3 y ver que tiene resto O;
- hacer la cuenta de division por 3 por medio del uso de la calculadora y ob-

servar que el cociente “es un nimero sin coma”;
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- descomponer el numero 51 como suma de multiplos de 3 conocidos por
ejemplo 30y 21; 0

- utilizar el criterio de divisibilidad por 3.

La accion de la docente al permitir “hacer trampa” promueve un movimiento
de los alumnos desde su respuesta inicial hasta la que establecen finalmente.
Advertimos también que, luego de cambiar de opinion, L y F dejan escrito el nu-
mero 51 como 3 x 17 dando lugar a una nueva forma de expresar a ese nimero

que evidencia el factor 3.

Figura 4. Produccion posterior de los alumnos Ly F: Trampa: 3 x 17 = 51 asi que si
es multiplo el resultado de 17 + 17 + 17
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En sus carpetas quedan las marcas de tres sentidos'? diferentes del namero 51, 3 x
17,17 + 17 + 17 y 51 (Figura 4). Interpretamos que para L y F el hecho de incorpo-
rar una escritura multiplicativa horizontal del numero 51, aun al hacerlo a pos-
teriori de obtener la certeza sobre su divisibilidad, expresa una primera marca de
disponibilidad de la escritura “3 por” como herramienta argumental del hecho
de “ser multiplo de tres”. Los alumnos no parecen disponer atin de la transforma-
cionde 17 + 17 + 17 como 3 x 17 para luego leer en la expresion multiplicativa la
divisibilidad por 3 de la expresion inicial, pero a partir de las prdcticas construi-
das en el aula si parecen reconocer que la escritura “3 por” es una razon de que
un numero es multiplo de 3. Este conocimiento se puso en analisis en la escena
del aula que conformo el episodio 2 de este articulo. De este modo, la escritu-
ra explicitada por estos alumnos a posteriori de la certeza sobre la divisibilidad

12. Frege (1892), citado por Drouhard (1992), distingue entre sentido y denotacion de las expresiones.
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por 3 de la expresion 17 + 17 + 17 refuerza en el aula un primer sentido de la
equivalencia. La potencia de la equivalencia de expresiones, para dar respuesta
a la solicitud del problema, brinda elementos para poder dar lugar a futuro a las
transformaciones de expresiones como herramientas para la lectura.

Nos parece oportuno analizar el acto de la docente de permitir “hacer tram-
pa” en el contexto de un hacer didactico que estimula la reflexion con los alum-
nos sobre el uso de las escrituras que circulan en el aula.

Su prdctica usual consiste en seleccionar producciones de los estudiantes, recu-
perarlas en el espacio colectivo y favorecer el intercambio en torno a las distintas es-
trategias. En ocasiones, durante estos intercambios, la docente utiliza la referencia a
“hacer trampa” para seflalar en el discurso de los estudiantes razonamientos de carac-
ter aritmético, centrados en la obtencion de resultados, y distinguirlos de otros que
se apoyan en el uso de propiedades de los nimeros y de las operaciones. Mediante
esta accion docente promueve el andlisis de las respuestas de los alumnos a partir de
la busqueda de nuevas escrituras horizontales equivalentes a otras dadas y su lectura.

Alinicio de este articulo nos referimos a la necesidad de asumir la compleji-
dad didactica que implica la entrada al pensamiento algebraico. El movimiento
que los alumnos deben aprender a hacer desde un posicionamiento aritmético,
al interactuar con expresiones numeéricas, hacia un posicionamiento algebraico
requiere de la reconstitucion cultural en el aula de los habitos ya instalados. En
este sentido, la practica de la docente al incluir “la trampa” como gesto de re-
flexion sobre las escrituras se inscribe en una perspectiva de generar condiciones
diddcticas especificas para favorecer un medio de aprendizaje algebraico sobre lo
numeérico para los estudiantes.

A continuacion, L y F abordan otra pregunta de este problema “Sin obtener el
resultado de la cuenta decidir si el nimero 47 + 2 x 47 es multiplo de 3”. En un prin-
cipio, los alumnos tampoco pueden decidir si la expresion es o no multiplo de 3,
pero, se permiten “hacer trampa”, esta vez sin mediar con la profesora. Es decir, L
y F hacen inicialmente la cuenta, utilizan el resultado 141 para responder si 141 es
o no multiplo de 3 y luego contindan a partir de ello. Al obtener que 141 es efecti-
vamente multiplo de 3, L y F buscan dejar registro de esta cualidad en su respuesta
escrita mediante la exhibicion de una descomposicion aditiva de multiplos de 3.
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Figura 5. Produccion de los alumnos Ly F: 47 + 2 x 47 hicimos trampa. Si es porque hago *
*3x40+3x10-9
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Estos alumnos se aproximan al nimero 141 por medio de sumas y restas de los
numeros 120, 30 y 9, multiplos de 3 que les son familiares, dando lugara 3 x 40 + 3
x 10 - 9. Esta escritura horizontal, elaborada por los estudiantes como explicacion
para responder luego de “hacer trampa”, es mas sofisticada que en el caso anterior
e incorpora sumas y restas de términos que expresan evidenciando el factor 3.

En las dos producciones consideradas en este episodio, L y F producen una
nueva expresion numeérica que conserva la traza de las operaciones como un ele-
mento de argumentacion de la divisibilidad por 3 del nimero que denota dicha
expresion. Lo realizado con el problema que incluia la expresion 17+17+17, les da
elementos para “darse permisos”, que antes habia otorgado la docente, y recurrir
a otras vias: cuenta de dividir, la trampa, etc. Nos resulta también importante des-
tacar que las expresiones que los alumnos producen para argumentar adquieren
mayor sofisticacion y presencia en sus carpetas a medida que las expresiones hori-
zontales se consolidan y sostienen en las practicas de discusion colectiva.

Finalmente nos parece indispensable sefialar que la accion de la docente, al
habilitar a los alumnos recurrir al resultado, genera condiciones en el aula para
la vida de un estadio intermedio en el aprendizaje algebraico sobre lo numeérico,
una entrada de la transformacion numérica que recurre al repertorio aritméti-
co de los alumnos. Este estadio intermedio debera evolucionar hacia transfor-
maciones directas que favorezcan a futuro la transformacion de expresiones
algebraicas del tipo x+2x=3x, sin embargo, consideramos que es un momento ne-

cesario para que la transformacion ingrese en el aula con un sentido vinculado
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a la tarea: en estas instancias para muchos alumnos se transforma después, para

comunicar una lectura.

4. Reflexiones finales

En este articulo recorrimos tres episodios que recuperan marcas de la produccion
matematica que acontece en el espacio colectivo o en instancias de trabajo en pe-
quenios grupos. Nuestros andlisis consideran esas marcas poniendo especial rele-
vancia en la accion de la docente como actor central en el acompanamiento de los
alumnos en la transicion desde prdcticas aritméticas a practicas algebraicas.

En los dos primeros episodios, en un contexto de tareas que propone un trabajo
algebraico sobre lo numérico, se construyen en el aula dos conocimientos sobre la
divisibilidad de un nimero asociados al sentido que le imprime una expresion mul-

tiplicativa que lo denota:"

- el nimero 6 x A, con A nimero natural, es maltiplo de 6, cualesquiera sean las
cualidades de divisibilidad de A;
- todo numero mdltiplo de 6 se puede expresar como 6 x A, con A ndmero

natural.*

Los conocimientos que acabamos de enunciar retoman sentidos de la multipli-
cacion elaborados en la escuela primaria y enfatizan su relacion con la estruc-
tura multiplicativa que la define. Este vinculo no es natural en el aula sino que
se gesta por las condiciones que favorece la accion intencionada de un docente.
Bajo este accionatr, la nocion aritmética de “ser multiplo de” refuerza su sentido
conceptual en el aula dando posibilidades para la construccion de elementos de

13. En el aula estos conocimientos convivieron con otras enunciaciones, y algunos de manera implicita.

14. En el aula se pusieron en juego generalizaciones de los conocimientos mencionados para valores
diferentes de 6.
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lectura y transformacion que podran ser reinvertidos en la lectura de expresio-
nes algebraicas.

El dltimo de los episodios presenta una escena en la que se articulan diferentes
expresiones que denotan un numero y las posibilidades de los alumnos de recu-
rrir a diferentes sentidos de esas expresiones para elaborar argumentaciones. La
docente genera un movimiento en el aula por medio del acto de habilitar “hacer
trampa” que, a partir del uso del resultado, da lugar en la clase a la aparicion de
escrituras numeéricas equivalentes con un grado progresivo de sofisticacion.

Nos parece preciso reiterar que son las relaciones con el campo aritmético
construidas por los estudiantes en su transito por la escuela primaria las que, en
un ambiente didactico que las fomente, operan como reguladoras en la construc-
cion de nuevas relaciones matematicas que enmarcan un trabajo algebraico sobre
lo numérico. Este trabajo sera antecedente de un futuro trabajo algebraico sobre
las expresiones que incluyan variables.

En las tareas que configuran nuestros episodios, el contexto intramatemadtico de
la divisibilidad permite aportar sentidos que el dlgebra ain no puede aportar a los
alumnos porque no la disponen. En este sentido, Chevallard (1989) plantea la funcio-
nalidad del dlgebra elemental como herramienta para producir conocimiento sobre
un cierto dominio y, en el caso de aquellos dominios intramatemadticos, el dlgebra
tavorece el estudio de los sistemas de nimeros. Nos permitimos citar a Sadovsky, que
hace referencia a la fertilidad que la contextualizacion de una situacion aporta para la
actividad matematica del aula. Si bien la autora lo expresa para un contexto extrama-

tematico, nos parece oportuno extenderlo al interior de la propia matematica:

[...] la contextualizacion en una situacion que los alumnos pueden comprender
independientemente del conocimiento del modelo matemdtico que puede des-
cribirla, y acerca de la cual pueden establecer algunas relaciones, contribuye a la

construccion de ese modelo (Sadovsky, 2005, p. 101).

La evocacion de sentidos y relaciones constituidos en el campo aritmético, y las
restricciones que impone el docente a fin de generar relaciones en el campo alge-
braico resultan un pilar fundamental para traccionar la construccion de habitos
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de lectura de informacion y transtormacion de las expresiones numeéricas. En este
hacer “nuevo” sobre objetos “con sabor afiejo” se imprimen nuevos sentidos: el
signo igual entre escrituras diferentes encarna la equivalencia de expresiones que
conservan la denotacion variando su sentido; la expresion numeérica se constituye
como objeto de la clase a la cual se le puede extraer informacion sin calcular su
resultado; las propiedades que estaban condensadas en portadores de la escuela
primaria comienzan a ser contenido necesario para fundamentar argumentos de
lectura. Esta ruptura de la continuidad, necesaria para los alumnos en el ingreso
a un trabajo algebraico sobre lo numérico, precisa de actos docentes que oscilen
entre permisos y no permisos alojados en la bisagra entre los habitos aritméticos y
los habitos algebraicos.

Sabemos bien que el transito a las practicas por las que estamos apostando re-
quiere de una accion docente que lo habilite a la vez que lo sostenga mediante in-
tervenciones variadas y adaptadas a los conocimientos que afloran en el aula. Es el
soporte contractual enmarcado en la intencionalidad docente lo que permite res-
tringir practicas aritméticas creando un medio propicio que alberga practicas alge-
braicas sobre las expresiones numéricas. A su vez, el soporte del dmbito social del
aula posibilita nuevas relaciones que se alojan en lenguajes y modos de decir ain
imprecisos pero cargados de significaciones locales.

Finalmente, nos interesa recortar un asunto mencionado al interior de este
texto: la adquisicion de estrategias de lectura sobre expresiones numéricas com-
porta a su vez adquirir formas de relacion nuevas con los simbolos que las compo-
nen, distinguir cualidades de algunos nimeros u omitirlas y, también, recurrir a
conocimientos y propiedades para poder dar curso a nuevos enunciados sobre esas
expresiones. Hablamos al inicio de un doble aprendizaje en el hacer matemadtico
de los alumnos, aunque simultaneo. Uno de constitucion de las técnicas de trans-
formacion como herramientas para la lectura de informacion de las expresiones
numeéricas. Otro que proporciona elementos para acercar a los alumnos al modo
de funcionamiento general de la Matematica, que avanza a partir de conjeturar
y afirmar nuevas relaciones sobre los objetos matematicos, y que requiere funda-
mentarse en un cuerpo estructurado y organizado de conocimientos, como, en
este caso, el de las propiedades de los nimeros.
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